Vizualizacia funkcii komplexnej premennej na Riemannovej sfére
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Abstrakt: Ciel’om naSej prace je zostavit’ sadu vizualizaCnych metdd, ktoré umoznia skiumat’
Struktiru daného holomorfného zobrazenia urcitého typu. V naSom $tidiu pracujeme s rozsire-
nou Gaussovou rovinou ¥ = C U {oc}. Pre lepSiu vizualizdciu zobrazujeme roz§irend kom-
plexnt rovinu pomocou stereografickej projekcie na Riemannovu sféru, ozn. S2.

V nasej praci skimame zobrazovanie elementarnych funkcii. Jednym z prostriedkov
vizualizicie je pouZitie Mdbiovej transformécie, ktort aplikujeme v definicnom obore funkcie
alebo v obore hodno6t funkcie. NaSa metdda sti€asne vizualizuje argument aj modul komplexného
¢isla. Argument zobrazujeme pomocou farebného kédu a transformovana hodnota modulu kom-
plexného Cisla, urcuje vzdialenost’ polopriesvitnej vrstvy od Riemannovej sféry.
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1 Uvod do problematiky

V ¢lanku pracujeme so Standardnou definiciou komplexnych ¢isel. Podrobnosti moéZeme néjst’
napriklad v [3].

Pripomenime asponl definiciu modulu a argumentu komplexného ¢isla. Pre komplexné
¢islo z = a + b definujeme jeho modul (absolitnu hodnotu) a argument nasledovne:

Modul ¢&isla z je redlne Cislo r = |z| = va? + b2, ktoré predstavuje vzdialenost” bodu
(a,b) od bodu (0, 0).

Hlavnd hodnota argumentu komplexného &isla z # 0 je redlne &islo ¢ = arg(z), pre
ktoré plati

Re z = |z|cosp, Im z = |z|sin ¢, (1)

priCom ¢ € (—m, 7).

Praca nad pol’om komplexnych ¢&isel C, podobne ako praca nad pol’om redlnych Cisel
R, zahffia zopar nevyhod. Napriklad, ¢islo 0 nemd v poli C inverzny prvok, preto nevieme delit’
¢islom 0. Z toho vyplyva, Ze niektoré vyrazy nie su definované vSade. Ako jednoduchy priklad
uved’ me zobrazenie z — 21, ktoré nie je definované v bode z = 0.

Niektoré z tychto problémov vieme vyriesit' kompaktifikdciou C bodom co. Majme bod
oo ¢ C, ktory nazveme bodom v nekoneéne. Kompaktifikdciou komplexnej roviny C nazveme
uzavretd komplexnd rovinu ¥ = C U {oo} (poz. [3]).

Vizualiz4ciu uzavretej komplexnej roviny > dosiahneme reprezentdciou komplexnych
¢isel pomocou bodov dvojrozmernej jednotkovej gul’ ovej plochy

S* = {(z1, 22, x3) € R*|2] + 23 + 23 = 1}. (2)

Gaussovu rovinu stotoZnime s rovinou x5 = 0 v R3 tak, ze kazdé » = x + iy € C ma stiradnice
(x,y,0). Body z Gaussovej roviny C zobrazime na gul'ovi plochu pomocou stereografickej



projekcie P: C — S?, ktord priradi bodu z = (z,y) € Cbod Z = (1,79, 73) € S* dany
predpisom
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Oznaéme N = (0,0, 1) severny pdl na S?. Stereografickd projekcia nim urcuje homeo-
morfizmus medzi S*\{N} a C, ktory mdZeme I'ahko rozsirit' na bijekciu P: S* — ¥ dodefi-
novanim P(oc0) = N.

Uzavretd komplexnu rovinu X2, ktord mé rovnaké topologické vlastnosti ako jednotkova
gul'ové plocha S?, Casto nazyvame Riemannova sféra.

3)

X1

2 Niektoré elementarne zobrazenia v C

Definovanie komplexnej funkcie f: M — C, kde M C ¥ je ekvivalentné definovaniu dvoch
redlnych funkcii komplexnej premennej u = wu(z) a v = v(z). Zobrazenia u,v: M — R
nazyvame redlna a imagindrna ¢ast’ komplexnej funkcie f a plati

[z +iy) = u(z + iy) + iv(r + iy). 4)

Ak f(z) # 0a f(z) # oo, tak mdZeme zobrazenie f zapisat’ v exponencidlnom tvare f(z) =
p(2)e?) kde p(z) = | f(2)|, ¥(2) = arg(f(z)). Pre body, kde f = 0a f = oo, plati p = 0 a
p = 00, funkcia 1) vSak nie je definovand jednoznacne.

Pojem limity, derivdcie a na nich zaloZené pojmy, ako napr. konformnost’, st priamociarym
zovseobecnenim analogickych pojmov z redlnej analyzy. DalSie detaily mdZeme ndjst’ napr. v

[3].

2.1 Mocninné zobrazenie

Majme funkciu w = 2", kde n € N. Takéto funkcia je holomorfn4 na celej Gaussovej rovine C.

dw
Pre n > 1 a z # 0 ma funkcia nenulovu derivaciu i nz""!. Zobrazenie 2" pre n > 1 nie

z
je konformné v bode z = 0. Pre skimanie tohto zobrazenia je najvhodnejsi z4pis v goniomet-
rickom tvare, kde z = re®, w = pe”. Z neho vyplyva

p=r" 1 =np. ®)

Z rovnice tieZ vyplyva, Ze dva body 2; a 2o, ktoré maji totoZné moduly, ale ich argu-
menty sa li§ia o ndsobok 27 /n, zobrazenie 2" zobrazi na jeden a ten isty bod. Z toho dostavame,
Ze pre n > 1 toto zobrazenie nie je injektivne na C.

Pod’me najst’ oblast D C C, ktord neobsahuje Ziadne dva takéto body z; a z,. Prik-
ladom takejto oblasti je mnozina D = {z € C : 0 < arg z < 27/n}. Hovorime aj, Ze zobraze-
nie 2" je 27 /n periodické.

2.2 Mobiovo zobrazenie

Mobiovo zobrazenie, niekde oznaCované ako linedrna lomena transformadcia, definujeme vyra-

Z0om b
L(z) = azi . kde ad — be # 0, ©)

cz+d
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Obr. 1 Na obrdzku je zobrazeny prechod, ktory zndzoriiuje hodnotu argumentu komplexného
¢isla od —7 po 7.

pricom koeficienty a, b, ¢, d si komplexné ¢isla a z je komplexnd premennd. Podmienku ad —
be # 0 pozadujeme, aby sme vylucili pripad L(z) = const. Ak ¢ # 0, tak funkcia dand rovnicou

(6) nie je definovand pre z = —— a z = 00. Pre ¢ = 0 je Mdbiova transformécia definovana pre
c

konecné z € C.

Plati, Ze Mobiovo zobrazenie (6) s dodefinovanymi hodnotami L(z) = cov z = —%
a L(z) = % pre z = oo je homeomorfizmus zo ¥ na X. TieZ vieme, Ze Mobiovo zobrazenie
zachovéva uhly na celom X. Podrobnosti mdZeme ndjst’ napr. v [2].

3 Prezentacia vysledkov a technik
3.1 Pouzité technologie

Na vizualizaciu funkcii sme pouZili vol'ne dostupny program Blender [1]. Blender m4 vyuZitie
hlavne pri vytvarani 3D modelov, animécii a simulécif fyzikalnych javov. Vd’aka komponentu
Blender Engine md6zeme Blender vyuzit' aj na vytvdranie 3D programov [4]. Pouzivate] mdze
vytvarat’ kratke skripty pomocou zabudovaného skriptovacieho néstroja, ktory je zaloZeny na
objektovom skriptovacom jazyku Python. Po vykonani skriptu ndm pouZivatel ské prostredie
programu Blender umoZiiuje pohybovat’ sa v priestore a skimat’ vizualizcie interaktivne.

Na zaciatok sme sa zamerali na vizualizdciu polynomickych zobrazeni s ndsobnymi
koreimi alebo nizSieho stupna, neskor sme skript testovali aj na zlozitejSich zobrazeniach.
Zvolené funkcie zobrazujeme na Riemannovej sfére, ktord v naSom pripade aproximujeme
mnohostenom so stredom v bode (0,0, 0) a §tvoruholnikovymi stenami, ktory vytvorime rota-
ciou pravidelného n-uholnika okolo osi z. MnoZstvo vrcholov m6Zeme menit’ podl'a potreby
a vykonu pocitaca. Vizualizicie, ktoré sme pouzili v ¢lanku boli vytvorené rotovanim 200-
uholnika M.

V d’alSom kroku pomocou skriptu priradime vrcholom mnohostenu farbu podl’a hod-
noty argumentu a vytvorime polopriesvitni vrstvu podl’a hodnoty modulu komplexného cisla.
Vrcholy mnohostenu najprv zobrazime pomocou inverznej stereografickej projekcie do kom-
plexnej roviny. Takymto spdsobom zobrazime hornud aj dolnd polgul’'u na jednotkovy kruh so
stredom v (0, 0). Pre horni polgul’'u je toto priradenie spravne. Dolnd polgul’a vak predstavuje
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Obr. 2 Na obrédzku vidime vizualizdcie zobrazenia z — z" pre hodnoty n = 3,2,1,1/2,1/3.
Farebny prechod zndzorfiuje argument komplexného &isla z". Vzdialenost' polopriesvitnej
vrstvy od sféry predstavuje hodnotu arctg(|z"|). Bod, v ktorom sa polopriesvitnd vrstva dotyka
sféry, predstavuje koren polynému.

body vonkajsku jednotkového kruhu. Preto tieto body pred dosadenim do zvolenej funkcie naj-
prv transformujeme Mobiovym zobrazenim 1/z, a potom kvoli vlastnostiam tohto zobrazenia
zmenime arg(z) na — arg(z) [S].

Po dosadeni do predpisu funkcie méZeme prejst’ na samotnud vizualizaciu. Hodnoty ar-
gumenu zobrazujeme pomocou dihového prechodu, poz. obr. 1. Takyto prechod mézeme defi-
novat’ pre jednotlivé hodnoty Cervenej - r(z), zelenej - g(z) a modrej - b(z) farebnej zlozky
RGB modelu [6] nasledujucimi funkciami

r(z) = min(max(0, 255(cos(27|z|) + 0, 5)), 255), (7)
g(z) = min(max(0, 255(cos(27|z| — 27/3) 4+ 0, 5)), 255), (8)
b(z) = min(max (0, 255(cos(27|z| + 27/3) + 0, 5)), 255). )

Ziskané hodnoty farebnych funkcii priradime zodpovedajicim vrcholom zrotovaného mno-
houholnika M.

V d’alSom kroku vizualizujeme hodnoty modulu komplexného ¢isla po zobrazeni zvole-
nou funkciou. Z definicie modulu vyplyva, Ze sa tieto hodnoty nachadzajd v intervale (0, co).
Preto najprv transformujeme hodnoty modulu pomocou funkcie arctg(|z|). Po takejto trans-
formadcii dostaneme hodnoty v intervale (0, 7/2). Tieto hodnoty uréuji vzdialenost’ vrcholov
polopriesvitnej vrstvy od Riemannovej sféry. Pre lepSiu predstavu zdedia vrcholy tejto vrstvy
farbu z prisluchajucich vrcholov Riemannovej sféry.

3.2 Vizualizacia mocninného zobrazenia

Ako prvé sme tymto spdsobom vizualizovali zobrazenie z". Obrazok 2 ilustruje vysledky skriptu
pre rdzne hodnoty n. Z obrazku vidime, Ze pre n > 1 farebny prechod pokryva Riemannovu
sféru n-krat, teda s pre toto zobrazenie hodnoty argumentu opakujui. Polopriesvitnd vrstva sa
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a=0,b=0 a=1-i,b=0 a=1-i,b=-1-i a=1-i,b=-3-1 a=1-i,b=1-3{

Obr. 3 Na obrdzku vidime vizualizédciu zobrazenia (z—a)(z —b) pre rozne hodnoty konstént a, b.
VSimnime si ,.lievikovité* utvary smerujice k Riemannovej sfére v okoli koreniov zobrazenia.

dotyka sféry v bode S, ktory predstavuje bod (0, 0). Z obrazku tiez vidime, Ze hodnoty modulu
v okoli bodu S rasti tym pomalSie, ¢im vysSie je Cislo n.

Pre n < 1 sa ndm hodnoty argumentu roztiahli, takZe na Riemannove;j sfére vidime iba
1/n farebného prechodu. V okoli bodu bodu S vznikol "lievik", ktory sa zvid¢Suje so zmensu-
jucim sa ¢islom n. Z toho vyplyva, Ze hodnoty modulu v okoli bodu S narastaji rychlejsie.

3.3 Vizualizacia zobrazenia typu (z — a)(z — b)

TieZ sme skimali zobrazenie (z —a)(z —b), kde a, b € C. Na obrazku 3 mbézeme vidiet' ukdzky
pre rozne zadané konStanty. Vidime, Ze pre hodnoty b = 0,a = 0 je vizualizicia totoZnd s
vizualizdciou zobrazenia 2". Pre rdzne hodnoty konstant a, b vznikli v polopriesvitnej vrstve
"lievikovité" ttvary v okoli bodov, ktoré zodpovedaji korefiom zobrazenia (z — a)(z — b). Na
obrazkoch tieZ vidime, Ze hodnoty argumentu sa zbiehaji v hodnotach koretiov.

4 Zaver

V doterajSej praci sa ndm podarilo vytvorit’ vizualizicie elementdrnych zobrazeni. Zatial mdme
pri viaclistych funkcidch moZnost’ skimat’ iba jeden list funkcie [7]. Tento problém planujeme
odstranit’ pomocou Riemannovych ploch komplexnych funkeii.

Pri testovani sme vizualizovali aj Mbiovo zobrazenie (poz. obr. 4), polynémy vyssich
stupniov, funkcie e*, log z a goniometrické funkcie. V pripade goniometrickych funkcii, ako aj
ostatnych funkcii s nekoneCnym mnoZstvom koreniov, dochddza v nasej metdde k nepresnos-
tiam.

V d’alSej praci chceme pridat’ aj moZnost’ interaktivitu pouzivatel’a s vizualizdciami.
Tuto interakciu zabezpecime pomocou Mdobiovho zobrazenia a vyuZijeme aj raciondlne spla-
jnové krivky na gul’ovej ploche.
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6 Summary

The aim of our work is to compile a set of visualization methods which allow to examine
the structure of holomorphic function of a certain type. In our study, we work with extended
Gaussian plane ¥ = C U {oo}. For better visualization, we display the compactification of
complex plane to Riemann sphere by stereographic projection.

In our work, we study visualization of elementary functions. One of the means of vi-
sualization is the usage of Mobius transformation that we apply in the domain or values of
the function. Our method simultaneously visualizes the argument and the module of complex
number. We visualize the argument on the Riemann sphere by color transition. The value of the
module of the complex number determines the distance between the semi-transparent layer and
the Riemann sphere.



