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Abstrakt: Ciel’om našej práce je zostavit’ sadu vizualizačných metód, ktoré umožnia skúmat’
štruktúru daného holomorfného zobrazenia určitého typu. V našom štúdiu pracujeme s rozšíre-
nou Gaussovou rovinou Σ = C ∪ {∞}. Pre lepšiu vizualizáciu zobrazujeme rozšírenú kom-
plexnú rovinu pomocou stereografickej projekcie na Riemannovu sféru, ozn. S2.

V našej práci skúmame zobrazovanie elementárnych funkcií. Jedným z prostriedkov
vizualizácie je použitie Möbiovej transformácie, ktorú aplikujeme v definičnom obore funkcie
alebo v obore hodnôt funkcie. Naša metóda súčasne vizualizuje argument aj modul komplexného
čísla. Argument zobrazujeme pomocou farebného kódu a transformovaná hodnota modulu kom-
plexného čísla, určuje vzdialenost’ polopriesvitnej vrstvy od Riemannovej sféry.
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1 Úvod do problematiky

V článku pracujeme so štandardnou definíciou komplexných čísel. Podrobnosti môžeme nájst’
napríklad v [3].

Pripomeňme aspoň definíciu modulu a argumentu komplexného čísla. Pre komplexné
číslo z = a+ ib definujeme jeho modul (absolútnu hodnotu) a argument nasledovne:

Modul čísla z je reálne číslo r = |z| =
√
a2 + b2, ktoré predstavuje vzdialenost’ bodu

(a, b) od bodu (0, 0).
Hlavná hodnota argumentu komplexného čísla z 6= 0 je reálne číslo ϕ = arg(z), pre

ktoré platí
Re z = |z| cosϕ, Im z = |z| sinϕ, (1)

pričom ϕ ∈ 〈−π, π).
Práca nad pol’om komplexných čísel C, podobne ako práca nad pol’om reálnych čísel

R, zahŕňa zopár nevýhod. Napríklad, číslo 0 nemá v poli C inverzný prvok, preto nevieme delit’
číslom 0. Z toho vyplýva, že niektoré výrazy nie sú definované všade. Ako jednoduchý príklad
uved’me zobrazenie z 7→ z−1, ktoré nie je definované v bode z = 0.

Niektoré z týchto problémov vieme vyriešit’ kompaktifikáciou C bodom∞. Majme bod
∞ /∈ C, ktorý nazveme bodom v nekonečne. Kompaktifikáciou komplexnej roviny C nazveme
uzavretú komplexnú rovinu Σ = C ∪ {∞} (poz. [3]).

Vizualizáciu uzavretej komplexnej roviny Σ dosiahneme reprezentáciou komplexných
čísel pomocou bodov dvojrozmernej jednotkovej gul’ovej plochy

S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x21 + x22 + x22 = 1}. (2)

Gaussovu rovinu stotožnime s rovinou x3 = 0 v R3 tak, že každé z = x+ iy ∈ C má súradnice
(x, y, 0). Body z Gaussovej roviny C zobrazíme na gul’ovú plochu pomocou stereografickej



projekcie P : C → S2, ktorá priradí bodu z = (x, y) ∈ C bod Z = (x1, x2, x3) ∈ S2 daný
predpisom

x1 =
2x

1 + |z|2
, x2 =

2y

1 + |z|2
, x3 =

|z|2 − 1

1 + |z|2
. (3)

Označme N = (0, 0, 1) severný pól na S2. Stereografická projekcia nám určuje homeo-
morfizmus medzi S2\{N} a C, ktorý môžeme l’ahko rozšírit’ na bijekciu P : S2 → Σ dodefi-
novaním P (∞) = N .

Uzavretú komplexnú rovinu Σ, ktorá má rovnaké topologické vlastnosti ako jednotková
gul’ová plocha S2, často nazývame Riemannova sféra.

2 Niektoré elementárne zobrazenia v C

Definovanie komplexnej funkcie f : M → C, kde M ⊆ Σ je ekvivalentné definovaniu dvoch
reálnych funkcií komplexnej premennej u = u(z) a v = v(z). Zobrazenia u, v : M → R
nazývame reálna a imaginárna čast’ komplexnej funkcie f a platí

f(x+ iy) = u(x+ iy) + iv(x+ iy). (4)

Ak f(z) 6= 0 a f(z) 6= ∞, tak môžeme zobrazenie f zapísat’ v exponenciálnom tvare f(z) =
ρ(z)eiψ(z), kde ρ(z) = |f(z)|, ψ(z) = arg(f(z)). Pre body, kde f = 0 a f = ∞, platí ρ = 0 a
ρ =∞, funkcia ψ však nie je definovaná jednoznačne.

Pojem limity, derivácie a na nich založené pojmy, ako napr. konformnost’, sú priamočiarym
zovšeobecnením analogických pojmov z reálnej analýzy. Ďalšie detaily môžeme nájst’ napr. v
[3].

2.1 Mocninné zobrazenie

Majme funkciu w = zn, kde n ∈ N. Takáto funkcia je holomorfná na celej Gaussovej rovine C.

Pre n > 1 a z 6= 0 má funkcia nenulovú deriváciu
dw

dz
= nzn−1. Zobrazenie zn pre n > 1 nie

je konformné v bode z = 0. Pre skúmanie tohto zobrazenia je najvhodnejší zápis v goniomet-
rickom tvare, kde z = reiϕ, w = ρeiψ. Z neho vyplýva

ρ = rn, ψ = nϕ. (5)

Z rovnice tiež vyplýva, že dva body z1 a z2, ktoré majú totožné moduly, ale ich argu-
menty sa líšia o násobok 2π/n, zobrazenie zn zobrazí na jeden a ten istý bod. Z toho dostávame,
že pre n > 1 toto zobrazenie nie je injektívne na C.

Pod’me nájst’ oblast’ D ⊆ C, ktorá neobsahuje žiadne dva takéto body z1 a z2. Prík-
ladom takejto oblasti je množina D = {z ∈ C : 0 < arg z < 2π/n}. Hovoríme aj, že zobraze-
nie zn je 2π/n periodické.

2.2 Möbiovo zobrazenie

Möbiovo zobrazenie, niekde označované ako lineárna lomená transformácia, definujeme výra-
zom

L(z) =
az + b

cz + d
, kde ad− bc 6= 0, (6)



Obr. 1 Na obrázku je zobrazený prechod, ktorý znázorňuje hodnotu argumentu komplexného
čísla od −π po π.

pričom koeficienty a, b, c, d sú komplexné čísla a z je komplexná premenná. Podmienku ad −
bc 6= 0 požadujeme, aby sme vylúčili prípad L(z) = const. Ak c 6= 0, tak funkcia daná rovnicou

(6) nie je definovaná pre z = −d
c

a z =∞. Pre c = 0 je Möbiova transformácia definovaná pre
konečné z ∈ C.

Platí, že Möbiovo zobrazenie (6) s dodefinovanými hodnotami L(z) = ∞ v z = −d
c

a L(z) = a
c

pre z = ∞ je homeomorfizmus zo Σ na Σ. Tiež vieme, že Möbiovo zobrazenie
zachováva uhly na celom Σ. Podrobnosti môžeme nájst’ napr. v [2].

3 Prezentácia výsledkov a techník

3.1 Použité technológie

Na vizualizáciu funkcií sme použili vol’ne dostupný program Blender [1]. Blender má využitie
hlavne pri vytváraní 3D modelov, animácií a simulácií fyzikálnych javov. Vd’aka komponentu
Blender Engine môžeme Blender využit’ aj na vytváranie 3D programov [4]. Používatel’ môže
vytvárat’ krátke skripty pomocou zabudovaného skriptovacieho nástroja, ktorý je založený na
objektovom skriptovacom jazyku Python. Po vykonaní skriptu nám používatel’ské prostredie
programu Blender umožňuje pohybovat’ sa v priestore a skúmat’ vizualizácie interaktívne.

Na začiatok sme sa zamerali na vizualizáciu polynomických zobrazení s násobnými
koreňmi alebo nižšieho stupňa, neskôr sme skript testovali aj na zložitejších zobrazeniach.
Zvolené funkcie zobrazujeme na Riemannovej sfére, ktorú v našom prípade aproximujeme
mnohostenom so stredom v bode (0, 0, 0) a štvoruholníkovými stenami, ktorý vytvoríme rotá-
ciou pravidelného n-uholníka okolo osi z. Množstvo vrcholov môžeme menit’ podl’a potreby
a výkonu počítača. Vizualizácie, ktoré sme použili v článku boli vytvorené rotovaním 200-
uholníka M .

V d’alšom kroku pomocou skriptu priradíme vrcholom mnohostenu farbu podl’a hod-
noty argumentu a vytvoríme polopriesvitnú vrstvu podl’a hodnoty modulu komplexného čísla.
Vrcholy mnohostenu najprv zobrazíme pomocou inverznej stereografickej projekcie do kom-
plexnej roviny. Takýmto spôsobom zobrazíme hornú aj dolnú polgul’u na jednotkový kruh so
stredom v (0, 0). Pre hornú polgul’u je toto priradenie správne. Dolná polgul’a však predstavuje



Obr. 2 Na obrázku vidíme vizualizácie zobrazenia z 7→ zn pre hodnoty n = 3, 2, 1, 1/2, 1/3.
Farebný prechod znázorňuje argument komplexného čísla zn. Vzdialenost’ polopriesvitnej
vrstvy od sféry predstavuje hodnotu arctg(|zn|). Bod, v ktorom sa polopriesvitná vrstva dotýka
sféry, predstavuje koreň polynómu.

body vonkajšku jednotkového kruhu. Preto tieto body pred dosadením do zvolenej funkcie naj-
prv transformujeme Möbiovým zobrazením 1/z, a potom kvôli vlastnostiam tohto zobrazenia
zmeníme arg(z) na − arg(z) [5].

Po dosadení do predpisu funkcie môžeme prejst’ na samotnú vizualizáciu. Hodnoty ar-
gumenu zobrazujeme pomocou dúhového prechodu, poz. obr. 1. Takýto prechod môžeme defi-
novat’ pre jednotlivé hodnoty červenej - r(z), zelenej - g(z) a modrej - b(z) farebnej zložky
RGB modelu [6] nasledujúcimi funkciami

r(z) = min(max(0, 255(cos(2π|z|) + 0, 5)), 255), (7)

g(z) = min(max(0, 255(cos(2π|z| − 2π/3) + 0, 5)), 255), (8)

b(z) = min(max(0, 255(cos(2π|z|+ 2π/3) + 0, 5)), 255). (9)

Získané hodnoty farebných funkcií priradíme zodpovedajúcim vrcholom zrotovaného mno-
houholníka M .

V d’alšom kroku vizualizujeme hodnoty modulu komplexného čísla po zobrazení zvole-
nou funkciou. Z definície modulu vyplýva, že sa tieto hodnoty nachádzajú v intervale 〈0,∞〉.
Preto najprv transformujeme hodnoty modulu pomocou funkcie arctg(|z|). Po takejto trans-
formácii dostaneme hodnoty v intervale 〈0, π/2〉. Tieto hodnoty určujú vzdialenost’ vrcholov
polopriesvitnej vrstvy od Riemannovej sféry. Pre lepšiu predstavu zdedia vrcholy tejto vrstvy
farbu z prislúchajúcich vrcholov Riemannovej sféry.

3.2 Vizualizácia mocninného zobrazenia

Ako prvé sme týmto spôsobom vizualizovali zobrazenie zn. Obrázok 2 ilustruje výsledky skriptu
pre rôzne hodnoty n. Z obrázku vidíme, že pre n > 1 farebný prechod pokrýva Riemannovu
sféru n-krát, teda s pre toto zobrazenie hodnoty argumentu opakujú. Polopriesvitná vrstva sa



Obr. 3 Na obrázku vidíme vizualizáciu zobrazenia (z−a)(z−b) pre rôzne hodnoty konštánt a, b.
Všimnime si „lievikovité“ útvary smerujúce k Riemannovej sfére v okolí koreňov zobrazenia.

dotýka sféry v bode S, ktorý predstavuje bod (0, 0). Z obrázku tiež vidíme, že hodnoty modulu
v okolí bodu S rastú tým pomalšie, čím vyššie je číslo n.

Pre n < 1 sa nám hodnoty argumentu roztiahli, takže na Riemannovej sfére vidíme iba
1/n farebného prechodu. V okolí bodu bodu S vznikol "lievik", ktorý sa zväčšuje so zmenšu-
júcim sa číslom n. Z toho vyplýva, že hodnoty modulu v okolí bodu S narastajú rýchlejšie.

3.3 Vizualizácia zobrazenia typu (z − a)(z − b)

Tiež sme skúmali zobrazenie (z−a)(z−b), kde a, b ∈ C. Na obrázku 3 môzeme vidiet’ ukážky
pre rôzne zadané konštanty. Vidíme, že pre hodnoty b = 0, a = 0 je vizualizácia totožná s
vizualizáciou zobrazenia zn. Pre rôzne hodnoty konštánt a, b vznikli v polopriesvitnej vrstve
"lievikovité" útvary v okolí bodov, ktoré zodpovedajú koreňom zobrazenia (z − a)(z − b). Na
obrázkoch tiež vidíme, že hodnoty argumentu sa zbiehajú v hodnotách koreňov.

4 Záver

V doterajšej práci sa nám podarilo vytvorit’ vizualizácie elementárnych zobrazení. Zatial’ máme
pri viaclistých funkciách možnost’ skúmat’ iba jeden list funkcie [7]. Tento problém plánujeme
odstránit’ pomocou Riemannových plôch komplexných funkcií.

Pri testovaní sme vizualizovali aj Möbiovo zobrazenie (poz. obr. 4), polynómy vyšších
stupňov, funkcie ez, log z a goniometrické funkcie. V prípade goniometrických funkcií, ako aj
ostatných funkcií s nekonečným množstvom koreňov, dochádza v našej metóde k nepresnos-
tiam.

V d’alšej práci chceme pridat’ aj možnost’ interaktivitu používatel’a s vizualizáciami.
Túto interakciu zabezpečíme pomocou Möbiovho zobrazenia a využijeme aj racionálne spla-
jnové krivky na gul’ovej ploche.
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6 Summary

The aim of our work is to compile a set of visualization methods which allow to examine
the structure of holomorphic function of a certain type. In our study, we work with extended
Gaussian plane Σ = C ∪ {∞}. For better visualization, we display the compactification of
complex plane to Riemann sphere by stereographic projection.

In our work, we study visualization of elementary functions. One of the means of vi-
sualization is the usage of Möbius transformation that we apply in the domain or values of
the function. Our method simultaneously visualizes the argument and the module of complex
number. We visualize the argument on the Riemann sphere by color transition. The value of the
module of the complex number determines the distance between the semi-transparent layer and
the Riemann sphere.


