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Abstrakt. Na vizualizdciu niektorych komplexnych funkcii sa ¢asto pouZiva ofarbovanie defi-
ni¢ného oboru. Tato metdda zlyha pri kresleni grafu mnoholistej funkcie. Preto sa pri niekto-
rych takychto funkcidch pouZivaji Riemannove plochy. Na takejto ploche sa mnoholista funkcia
sprava ako jednolistd. V naSej publikdcii ukdzeme, ako sa dd vytvorit’ Riemannova plocha pre
raciondlne komplexné odmocniny polynomickych funkcii a ich sucin. Riemannovu plochu vy-
tvarame nad Riemannovou sférou, o ndm zabezpecuje vizualizaciu celého definiéného oboru
danej funkcie vratane nekonec¢na. KI'icové body zobrazenia — vetviace singuldrne body lokédlne
zvyrazilujeme Spirdlovym obrazom malej kruZnice so stredom v singuldrnom bode.
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1. Uvod do problematiky

Pri skiimani redlnej funkcie redlnej premennej si Casto ako pomdcku nakreslime graf funkcie. Z
neho vieme ziskat’ predstavu o priebehu funkcie na danom intervale. Vizualizacia komplexnych
funkcii komplexnej premennej patri medzi naro¢né ulohy hlavne kvoli dimenzii ambientného
priestoru, v ktorom sa grafy funkcii prirodzene nachddzaji. MnoZinu komplexnych cisel C
vieme stotoznit’ s rovinou R?, a teda f: C — C modZeme zobrazovat’ ako f: R? — R2. Graf
takejto funkcie sa nachadza v Stvorrozmernom priestore.

Jednou z moZnosti, ako ziskat' predstavu o priebehu funkcie, je zobrazit’ zvlast defi-
niény obor a obor hodnét funkcie pomocou transformacie mriezky. Dal§ou z moZnosti je sku-
mat’ samostatne modul a argument funkcie. Tieto postupy popisuju iba Cast’ vlastnosti funkcie
a nie funkciu ako celok. Preto vznikla technika ofarbovania definicného oboru funkcie [5]].

V komplexnej analyze sa Casto vyskytuju viaclisté funkcie. St to funkcie, ktoré jednému
vzoru priradia viac obrazov (napriklad logaritmus, odmocnina). Technika ofarbovania definic-
ného oboru pri takychto funkcidch nefunguje, pretoZe ndm zobrazi iba Cast’ hodndét. Na préacu s
mnoholistymi funkciami sa pouZiva technika Riemannovych ploch. Zakladné pojmy, ktoré nie
su v d’alSom texte definované, sa daju najst’ v [4,0].

2. Riemannova plocha

Nech X je redlna 2-rozmerna varieta. Komplexnd stradnicova mapa na X je dvojica (U, ¢), kde
¢: U — V je homeomorfizmus, U C X je otvorend mnozinaa V' C C je otvorend podmnoZina.
Dve komplexné sturadnicové mapy ¢;: U; — V;, + = 1,2 st holomorfne kompatibilné, ak
zobrazenie ¢ 0 @71 ¢1(Uy N Us) — ¢2(Uy N Us) je biholomorfné.

Komplexny atlas na X je systém komplexnych siradnicovych méap % = {(U;, ¢;): U; C
X, ¢;: Uy — Vi, i € I}, ktoré sd holomorfne kompatibilné a zdroveti systém mnoZzin {U, };c; je
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pokrytim priestoru X. Dva atlasy % a %' na priestore X su analyticky ekvivalentné, ak kazda
mapa z % je holomorfne kompatibilnd s kazdou mapou z %’. Pod komplexnou Struktirou na
2-rozmernej variete X rozumieme triedu ekvivalencie analyticky ekvivalentnych atlasov na X.

Riemannova plocha je par (X,.7), kde X je jednoducho stvisld 2-rozmerna varieta a
7 je komplexnd Struktira na X, ktord potrebujeme na jednoznacné definovanie holomorfnej
komplexnej funkcie f(z). To znamend, Ze viaclistd komplexnd funkcia komplexnej premennej
f(2) je na tejto 2-rozmernej variete jednolistd. Ak vezmeme jeden list Riemannovej plochy,
ziskame jednu vetvu funkcie f(z). Vyslednd plocha zévisi od poCtu vetviacich bodov a vetiev
funkcie f(z). Podrobnosti o existencii Riemannovej plochy a jej d’al$ich vlastnostiach moZzno
ngjst’ v [3].

3. Komplexna odmocnina

Jednoduchym prikladom mnoholistého zobrazenia je n-td odmocnina, kde n € {2, 3, ...}. Uka-
zeme si ako priklad 3. odmocninu. Tato funkcia zobrazi jeden bod r6zny od nuly na tri r6zne
hodnoty, poz. obr. |1 Tieto tri hodnoty vieme jednoducho ndjst’, ak pouZijeme goniometricky
zapis komplexného &isla. Teda ak pouZijeme zédpis z = re', tak po odmocneni ziskame tvar
¥z = re’l?/3) kde ¢/r je redlna kubickd odmocnina vzdialenosti bodu z od bodu 0.

Na zaciatok si zvol'me /p = a. Ak prechddzame po uzavretej, po Castiach hladke;j
krivke A, ktord zacina a kon¢i v bode p a neobsahuje bod 0 vo svojom vnitri, tak obraz tejto
krivky zacinajici v bode a sa vrati do bodu a. Ak sa vSak presivame po uzavretej kruznici B
z bodu p okolo bodu 0 do bodu p, tak sa /z nevriti do bodu a, ale prejdeme do bodu b. Pri
d’alSom prechode po krivke B sa dostaneme do bodu ¢ a aZ po tret om obehnuti okolo bodu 0
po tejto krivke sa vratime do bodu a. Bod z = 0 nazyvame vetviaci bod funkcie /p, poz. aj [6].

Prejdime teraz ku konstrukcii Riemannovej plochy funkcie /z. V prvom kroku si na-
kreslime I'ubovol'nd krivku C' bez samopriesekov z vetviaceho bodu 0 do bodu oo. Ttto krivku
nazyvame rez vetiev. V naSom pripade zvolime za krivku C' polpriamku [ = {z € R;z > 0}.
Doplnkom je mnozina £ = C \ [. Oznalme hranice rezov nasledovne: [T = {z € [: z =
lim, . 27: 27 € OF}, kde Of je polokolie bodu z € [\ 0 také, Ze J(z) > 0. Analogicky
potom [~ ={z €l: z =lim, .« 2, : 7, € O}, kde O, je polokolie bodu z € [\ 0 také, Ze
3(z) < 0.

Obr. 1. Tretia odmocnina komplexného ¢isla daného bodom p # 0 zobrazi tento bod na tri rézne
hodnoty a, b, c.
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Obr. 2. Na obrazku vl'avo vidime naértnutd Riemannovu plochu funkcie f(z) = /z, vpravo
vidime plochu tejto funkcie vytvorend nasim algoritmom (poz. @

Ked'7e ¥/~ priradi jednému vzoru 3 obrazy, tak potrebujeme 3 képie mnoziny E. Oz-
naéme ich Ey, Ey, Ey s képiami rezov [y, l1, l. MnoZiny Ejy, F,, Es zodpovedaji jednotlivym
vetvam funkcie /= a su to jednoducho sivislé oblasti. V poslednom kroku tieto oblasti po-
spajame. Ked’ prechddzame spojito transverzdlne cez polpriamku [y, dostaneme sa na oblast’
E. Preto spojime hranu I z Ej s hranou /] z E). Takto spojime aj oblasti £} a F». Nakoniec
spojime Fy s Fy a mdme hotovd Riemannovu plochu funkcie f(z) = /2 (poz. obr. 2| vI'avo),
poz. aj [4]. Na obrazku vpravo vidime vizualizdciu funkcie f(z) = /2 pomocou nasej met6dy.
Vidime, Ze ma tiez tri vetvy. Pre podrobnejsi popis funkcie rovnakého typu poz. podkapitolu
4.2

4. Prezentacia vysledkov a technik
4.1. Pouzité technologie

Nasledujice vizualizacie sme vytvorili v programe Blender [1] pomocou skriptovacieho jazyku
Python [2].

Vel'kost' modulu zndzortiuje farebny prechod (poz. obr. [3). Podl'a farby vieme ur€it
pribliznu hodnotu modulu v danom bode. Pre lepsi prehl’ad sme zvyraznili vhodnd hodnotu
modulu.

Na zobrazenie hodnoty argumentu komplexného ¢isla sme zvolili vzdialenost’” daného
bodu od gul'ovej plochy s polomerom 1, ktord reprezentuje Riemannovu sféru pre C U {oo},
poz. [7]. To znamend, Ze pre hodnotu argumentu 0 leZ{ bod na povrchu jednotkovej gule. Ak
je hodnota argumentu 7, tak je vzdialenost’ bodu od jednotkovej gule 7. V pripade viacliste]
funkcie sa tato vzdialenost’ vhodne linedrne Skaluje. Argument komplexného Cisla z = 0 a
z = oo nie je definovany. Preto jeho hodnotu v naSich vizualizdciach urCujeme pomocou limity,

ak existuje.
' 1 0 \

Obr. 3. Na obrédzku je zobrazeny prechod, ktory sme pouZili pri vizualizdcii modulu komplex-
ného Cisla.

-
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Obr. 4. Na obrdzku je zobrazend vizualizdcia zobrazenia f(z) = /z. VI'avo vidime pohl’ad
v smere osi z, v strede pohl'ad v smere osi x. Na obrdzkoch je zvyraznend konStantna
hodnota modulu r» = 0, 4.

4.2. Vizualizacia zobrazenia f(z) = V/z+a

Na obrazku Ié—_ll mdZeme vidiet' Riemannovu plochu zobrazenia f(z) = /z z rdznych pohl’adov.
Pri pohl'ade v smere osi z tvori graf Spirdlu. Z toho vyplyva, Ze pri prechode po kruZznici proti
smeru chodu hodinovych ruciciek funkéna hodnota argumentu komplexného ¢isla bude rést’.

Na obrézku v strede vidime, Ze oranzZova farba sa nachddzaja v okoli plochy, ktora zod-
povedd bodu 0. To znamend, Ze v tejto Casti plochy st hodnoty modulu blizke k nule. Tiez
vidime, Ze fialov4 farba sa nachddzaja vo vrchnej Casti grafu, ktord zodpoveda bodu nekonec¢no.
V bode nekonecno sa nachadza pdl funkcie. Pri pohl’ade v smere osi x vidime, Ze modul funk¢-
nej hodnoty rastie zospodu nahor. V grafe sa nenachddzaji Ziadne skoky vo farebnom prechode,
¢o znamend, Ze sa modul funk¢nej hodnoty meni spojito.

Na obrazku vpravo vidime vyrezy grafu v okoli bodov 0 a oo. Riemannova plocha ma
tvar skrutkovej plochy, ¢o znamend, Ze tieto dva body si vetviacimi bodmi zobrazenia f(z) =
/2. Aby sme sa dostali od zaliatku Riemannovej plochy po koniec, musime spravit' dve otdcky
okolo vetviacich bodov, €o znamend, Ze funkcia ma dva listy. Na obrazkoch je zvyrazneny obraz
kruZnice s polomerom r = 0, 4.

4.3. Vizualizcia zobrazenia typu f(2) = /(2 + a) /(2 + b)

Na obrazku [5| vidime Riemannovu plochu funkcie f(z) = +/z{/(z + ). Funkcia sa sklad4
z odmocnin rézneho stupna. Preto sme ju pred samotnym zostrojenim grafu upravili na spo-
lo¢nd odmocninu so zdkladom urenym ako najmensi spolony nasobok povodnych odmoc-
nin. Dostali sme funkciu f(z) = +{/z3(z + i)%. Zobrazujeme Siestu odmocninu, preto bude
mat” Riemannova plocha Sest’ vrstiev. Na obrdazku vidime, Ze okolo koreia 0 sa trikrdt na-

pre¢o vznikaji v okoli vetviacich bodov viacndsobné $pirdly. Vezmime si kruZnicu z = re'
s < 1,0 € (0,2m) so stredom v singuldrnom bode 0. Po dosadeni do funkcie {/23(z + )? zis-
kame {/(rei?)3(rei® + 1e/2)2 = |/rei?/2){/reif 4 1eim/2, KruZnica obsahuje iba singularny
bod 0, preto na zmenu vrstiev bude vplyvat’ iba druha odmocnina. Tretia odmocnina spdsobi
deformaciu zobrazenej kruznice. Po prejdeni od 0 po 27 sa dostaneme z prvej na druht vrstvu.
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Obr. 5. Na obrazku vidime Riemannovu plochu komplexne;j odmocmny f(2)=Vz¥/(z+1i)z
pohl'adu zo smeru osi y, zo smeru 0si z a Zo smeru 0si . Clernyml Spirdlami sd zvy-
raznené obrazy kruznic so stredom vo vetviacich bodoch 0, —i a polomerom r = 0, 2.
Na obrazku vpravo mdZzeme vidiet' pretinanie sa vrstiev, ktoré je spdsobené réznymi
stupfiami odmocnin.

Po d’alSej otocke od 27 po 47 sa dostaneme z druhej vrstvy na prvd. Vysledna plocha bude mat’
Sest’ vrstiev, preto opisany postup opakujeme az kym nedosiahneme 127, Co predstavuje Sest’
otociek okolo singularneho bodu. Takto ziskame trikrat Spirdlu s dvoma otockami. Tieto Spirdly
vzdy zaginaji v bode r/2(r +€™/2)1/3. Analogicky postupujeme pri druhom singuldrnom bode
—1. V§imnime si tieZ, ze body na Spirdle, ktorych argument sa 1iSi iba o nasobok 27, leZia na
rozdielnych vrstvach a sicasne na jednej radidne polpriamke so stredom v strede Riemannove;j
sféry. Toto je sposobené tym, Ze argument urcuje vel’kost’ posunu, nie smer.

Na obrazku [5] tiez vidime, Ze sa vrstvy medzi korefimi pretinajui. Tieto samoprieseky
su spdsobené pouZzitou projekciou Riemannovej plochy do trojrozmerného priestoru. Z grafu
tiez vidime, Ze funkcia ma dva rezy vetiev. Z vetviaceho bodu 0 vedie rez pozdfi polpriamky
lo = {z € R;z > 0} a z vetviaceho bodu —i vedie rez pozdiz polpriamky I_; = {z €
C;R(2) > 0,3(2) = —i}.

4.4. Vizualizacia sicinu racionalnych mocnin

Uvazujme o zobrazeni f(z) = (z4a1)™/™ (z+ay)™/™2 - - (z+a)™/ ™, k € N, ay,...,a; €
C, kde a; # a; pre i,j € {1,...,k}ai # ja NSD(m;,n;) = 1,7 = 1,..., k. Funkcie
tohto typu majud vzdy parny pocet vetviacich bodov, [4]. V pripade neparneho poctu koreniov
—ay,...,—ay, berieme ako vetviaci bod aj bod nekonecno. Riemannova plocha takejto fun-
kcie f(z) bude mat’ pocCet vrstiev uréeny najmensim spoloénym ndsobkom odmocnin n =
NSN(ny,...,ny). Teda zobrazujeme funkciu f(z) = {/(z + a1)™ - - - (z + a)". Koeficient
n; urcuje, kol'ko otoCiek bude mat’ Spirdla okolo korefia —a; a koeficient m; = “™ urcuyje,
pocet tychto Spiral. '

5. Zaver

V naSej prici sme opisali tvorbu grafov odmocnin polynémov komplexnej premennej a ich
stcinov. Vieme zobrazit’ vSetky listy funkcie na celom jej definicnom obore.
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Pouzivatel m4 moznost’ vytvoreny 3D model I'ubovol' ne otdcat’, upravovat’ a animo-
vat’. Tato moznost’ interaktivity napomdha k lepSiemu pochopeniu priebehu funkcie.

V d’alSej praci sa zameriame na zloZitejSie typy singularit niektorych mnoholistych fun-
kcii, ako su logaritmus, inverzné goniometrické funkcie a iné. Vyskusame d’alSie typy projekcii
Riemannovskych ploch. Planujeme preskimat’ pojem uzla v okoli singuldrneho bodu a identi-
fikovat’ ho vo vizualizéciach.
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Summary

We often use the domain coloring method for the visualization of complex functions.
This method does not give a correct image, when a multi-valued function is visualized. Using
Riemann surface associated with the function leads to an improvement. On such a surface the
multi-valued function behaves like a single-valued.

The aim of this work is to describe a technique for visualizations of the multi-valued
complex functions on the Riemann surfaces. We create the Riemann surface over the Riemann
sphere of the product of rational power. Each branch point is highlighted by a spiral image of a
small enclosing circle.
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